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Arvores binarias: Definicao
Uma arvore binaria T € um conjunto finito de elementos, denominados nos
ou vertices, tal que:

« T =@, quando a arvore é dita vazia, ou
+ T=3 Ul ULl

Nesta definicao:
e r € um no especial chamado raiz

» Os demais nos sao um conjunto vazio ou sao conjuntos disjuntos T, e T,, chamados
subarvore a esquerda de T e subarvore a direita de T, cada qual uma arvore binaria.
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Arvores bindrias: Implementacéo

Arvore binaria pode ser implementada em Python como a seguir:

class Arvore:
def __init_ (self, info, se=None, sd=None) :
self.info = info
self.se =se
self.sd = sd

def str (self):

return str(self.info)

a = Arvore (10,Arvore (30, Arvore ( 40,None, Arvore (60) )), Arvore (20))
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Arvores bindrias: Implementacéo

Arvore binaria pode ser implementada em Python como a seguir:

class Arvore:
def __init_ (self, info, se=None, sd=None) :
self.info = info
self.se =se
self.sd = sd

def str (self):

return str(self.info)

a = Arvore (10,Arvore (30, Arvore ( 40,None, Arvore (60) )), Arvore (20))

X

Que arvore é essa ?
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Arvores binarias: Tipos

Arvore estritamente bindria: cada né tem grau 0 ou 2, ou seja, todo né tem 0
ou 2 filho

a) o b)
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Arvores binarias: Tipos

Arvore estritamente bindria: cada né tem grau 0 ou 2, ou seja, todo né tem 0
ou 2 filho
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Arvores binarias: Tipos

Arvore binaria completa é uma arvore estritamente binaria na qual todo né que apresente
alguma sub-arvore vazia esta localizado no ultimo ou no penultimo nivel da arvore

a) O b) O
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Arvores binarias: Tipos

Arvore binaria completa é uma arvore estritamente binaria na qual todo né que apresente
alguma sub-arvore vazia esta localizado no ultimo ou no penultimo nivel da arvore

a) . b O
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Arvores binarias: Tipos

Arvore binaria cheia quando todos os nés internos tem grau 2 e todas as folhas estdo no
mesmo nivel

a) o b) f)
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Arvores binarias: Tipos

Arvore binaria cheia quando todos os nés internos tem grau 2 e todas as folhas estdo no
mesmo nivel

a) o b f)
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Arvores binarias: Tipos

Arvore binaria cheia quando todos os nés internos tem grau 2 e todas as folhas estdo no
mesmo nivel

Arvore binaria cheia: propriedade
« O numero de nos no nivel i é 2!
« Sendo k o nivel maximo da arvore, entdao o numero total de nos & 2k+1-1

Pergunta:

Dado que a arvore binaria cheia tenha n nods, qual o nivel da arvore? log,(n+1)-1
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Arvores binarias: Percurso

Percorrer uma arvore binaria “visitando” cada no uma unica vez. Visitar
pode ser:

e Imprimir o valor do no
« Alterar o valor do no
e EtcC

Nao existe um unico percurso para arvores (binarias ou nao). Diferentes
percursos podem ser realizados, dependendo da aplicacao.

Ha trés percursos basicos: pré-ordem, em-ordem e pos-ordem.
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Arvores binarias: pré-ordem

1. Visitar o no raiz
2. Percorrer a subarvore a esquerda

/\ 3. Percorrer a subarvore a direita
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Arvores binarias: pré-ordem

1. Visitar o no raiz
2. Percorrer a subarvore a esquerda

/\ 3. Percorrer a subarvore a direita
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Arvores binarias: pré-ordem

1. Visitar o no raiz

* 2. Percorrer a subarvore a esquerda
/\ 3. Percorrer a subarvore a direita
1 . def preOrdem (arvore):
if arvore !'= None:
print (arvore.info)
preOrdem (arvore.se)
preOrdem (arvore.sd)
6 2
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Arvores binarias: em-ordem

1. Percorrer a subarvore a esquerda
2. Visitar o no raiz

/\ 3. Percorrer a subarvore a direita

1+6*2
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Arvores binarias: em-ordem

1. Percorrer a subarvore a esquerda
2. Visitar o no raiz

/\ 3. Percorrer a subarvore a direita
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Arvores binarias: em-ordem

1. Percorrer a subarvore a esquerda
* 2. Visitar o no raiz

/\ 3. Percorrer a subarvore a direita

def inOrdem (arvore):

1 % : ~ _
if arvore != None:
inOrdem (arvore.se)
print (arvore)
inOrdem (arvore.sd)
6 2

1+6*2
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Arvores binarias: pés-ordem

1. Percorrer a subarvore a esquerda
2. Percorrer a subarvore a direita

/\ 3. Visitar o no raiz
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Arvores binarias: pés-ordem

1. Percorrer a subarvore a esquerda
2. Percorrer a subarvore a direita

/\ 3. Visitar o no raiz

162*+

EAD g




DIRETORIA DE TECNOLOGIAS NA EDUCAGAO

Arvores binarias: pés-ordem

1. Percorrer a subarvore a esquerda
* 2. Percorrer a subarvore a direita

/\ 3. Visitar o no raiz

1 . def posOrdem (arvore):
if arvore != None:
posOrdem (arvore.se)
posOrdem (arvore.sd)
print (arvore)
6 2
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Arvore Binaria de Busca

Uma importante aplicacao das arvores binarias € para a realizacao de buscas.

O que as arvores abaixo tem em comum?
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Arvore Binaria de Busca

Para cada n6 da arvore, todos os valores armazenados em sua sub-arvore a esquerda sao
menores que o valor armazenado no proprio no, e todos os valores armazenados na sub-
arvore a direita sao maiores que 0 no.
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Arvore Binaria de Busca

Entao, em uma ABB, tem-se que

« E uma arvore binaria

« Para qualquer no v, os nos de sua sub-arvore a esquerda possuem valores menores do
que o valor associado a v

» Para qualquer no v, os nos de sua sub-arvore a direita possuem valores maiores do que o
valor associado a v

* As sub-arvores a esquerda e a direita sao ABB
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Arvore Binaria de Busca

Exemplos
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Arvore Binaria de Busca

Exemplos
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Arvore Binaria de Busca

Exemplos
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Arvore Binaria de Busca

Exemplos

é ABB nao é ABB
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Arvore Binaria de Busca

Por que utilizar ABB ?

Imagine um sistema de votagao por telefone

— Cada numero so6 pode votar uma vez

— O sistema deve armazenar todos os numeros que ja
votaram

— A cada ligacao deve-se verificar se 0 numero ja votou
— A votacao deve ter resultado em tempo real
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Arvore Binaria de Busca

Por que utilizar ABB ?

Implementacao do sistema por ABB

— Cada numero € armazenado em um no da ABB

— Suponha que em um determinado momento, a ABB
tenha milhGes de telefones armazenados

— Surge uma nova ligacao e € preciso saber se o numero
esta ou ndo na arvore (ja votou ou ndo)
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Arvore Binaria de Busca

Por que utilizar ABB ? 0

1
Implementacao do sistema por ABB 1 3
— Considere, neste caso, que esta ABB é uma Arvore
Binaria Cheia 2 7
10 2.047
16 131.071
20 2 milhdes

& dted [ED)EA
e’ oo =



DIRETORIA DE TECNOLOGIAS NA EDUCAGAO

Arvore Binaria de Busca

Por que utilizar ABB ?

Implementacao do sistema por ABB

— Considere, neste caso, que esta ABB é uma Arvore
Binaria Cheia

» Para buscar um elemento na arvore, percorre-se 0s nos
da raiz ata as folhas, sem passar por mais de um né em
um mesmo nivel

» Portanto, no pior caso, a busca passa por tantos nos
quanto for a altura da arvore
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Arvore Binaria de Busca

Por que utilizar ABB ?

Implementacao do sistema por ABB
— Exemplo: buscar pelo elemento E nas arvores abaixo

. /Rz
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é ABB nao é ABB

3 consultas 6 consultas
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Arvore Binaria de Busca

Por que utilizar ABB? Buscas muito rapidas!

Implementacao do sistema por ABB
— Exemplo: buscar pelo elemento E nas arvores abaixo

. /Rz
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é ABB nao é ABB

3 consultas 6 consultas
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Arvore Binaria de Busca

Operacao basicas em uma ABB
1. Buscar um elemento

2. Inserir um elemento

3. Remover um elemento

OBS: as operacdes devem considerar a ordenacido dos elementos na

ABB. Por exemplo, na insercao, deve-se procurar pelo lugar certo para
Inserir o elemento.
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Arvore Binaria de Busca: Busca

Comparando a “chave” com a informacao no no raiz, quatro casos pode ocorrer:

1. A arvore é vazia — a chave nao esta na arvore — Fim

2. A chave buscada esta na raiz — elemento encontrado — Fim

3. A chave € menor do que a informacao da raiz — fazer busca na sub-arvore da esquerda
4. A chave é maior do que a informacao da raiz — fazer busca na sub-arvore da direita

def busca (r, x):

1f r == None:
return None

elif r.info == x:
return r

elif x > r.info:
return busca (r.sd, x)

else:
return busca(r.se, xX)
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Buscar

Ha um 28

armazenado? 23

15 35

None None None

i 2e ||
| |

None None
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Buscar
28 > 23

Ha um 28
armazenado? “

P

15 35

23 ~

None None None

i 2e ||
| |

None None
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Buscar

Ha um 28

armazenado? 23
28 < 35

~
15 35

None None None

i 2e ||
| |

None None
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Buscar
Ha um 28 7
armazenado?
15 35 |
None N(;ne / None
| l encontrou
!
None None
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Arvore Binaria de Busca: insercao

Estratégia geral: sempre inserir elementos como noés folhas, procurando a posi¢ao correta.
Comparando a “chave” com a informacao no né raiz, quatro casos pode ocorrer:

1. A arvore é vazia — insere o elemento, que passara a ser a raiz — Fim

2. A chave buscada esta na raiz — o elemento ja esta na arvore — Fim

3. A chave é menor do que a informagao da raiz — insere na sub- arvore da esquerda
4. A chave é maior do que a informacio da raiz — insere na sub- arvore da direita

def insere (r, x):

if r == None:

return Arvore (x)
elif x == r.info:

return r

elif x > r.info:

r.sd = insere (r.sd, x)
else:

r.se = insere (r.se, X)
return r
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Inserir

Inserir
23
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Inserir

Inserir
23

23
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Inserir
I2n3serir | b |

l l

None None
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Inserir
Inserir
23 | 23 |
Inserir l i
15 None None
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Inserir
Inserir
23 | 23 |
Inserir l i
15 None None

15
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Inserir
Inserir
23 | 23 |
Inserir l i
15 None None
1
None None
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Inserir
Inserir
23 23 |
Inserir i
)2 None
1
None None
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Inserir
Inserir
23 23 |
Inserir i
< None
Inserir .
35 | 15 |

None None
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Inserir
Inserir
23 23 |,
Inserir l
15 None
Inserir x
35 | 15 | 35
None None
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Inserir
Inserir
23 23 1,
Inserir l
15 None
Inserir x
35 | 15 | | 35 |
None None None None
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Inserir

Inserir
23
Inserir
15
Inserir _
35 15 | 35 |

23

None None None None
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None

Inserir

23

35

l

None

28

l

None
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Inserir
Inserir
23 23
Inserir
15
Inserir x
35 | 15 | | 35 |
Inserir
28 i l i |
None None None None
i 2e ||
None None
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None

Inserir

23

| 28

!

None

!

None

None
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Arvore Binaria de Busca: remocao

O desafio da remocao € manter a propriedade de arvore binaria de busca apos a remocao.

Caso 1: 0 n6 a ser removido nao tem filho
Caso 2: 0 no6 a ser removido tem um unico filho

Caso 3: 0 no a ser removido tem 2 filhos
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Arvore Binaria de Busca: remocao

Caso 1: 0 n6 a ser removido nao tem filho
Remove-se 0 no
Quem apontava pra ele recebe NULL

11

N

9 14

?0 12
L

13
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Arvore Binaria de Busca: remocao

Caso 1: 0 n6 a ser removido nao tem filho
Remove-se 0 no
Quem apontava pra ele recebe NULL

11 11
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A
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Arvore Binaria de Busca: remocao

Caso 2 (remover C): 0 n6 a ser removido tem um unico filho
“Puxa-se” o filho para o lugar do pai
Remove-se o0 no

b @

6

.

2
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Arvore Binaria de Busca: remocao

Caso 2 (remover C): 0 n6 a ser removido tem um unico filho
“Puxa-se” o filho para o lugar do pai
Remove-se o0 no

v
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(@)
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Arvore Binaria de Busca: remocao

Caso 3 (remover K): o n6 a ser removido tem 2 filhos
» Pode-se substituir o valor do n6 a ser retirado pelo valor sucessor (0 né mais a esquerda da

subarvore direita) ou
» Pelo valor antecessor (o n6é mais a direita da subarvore esquerda), removendo-se ai 0 n6

sucessor (ou antecessor).
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Arvore Binaria de Busca: remocao

Caso 3 (remover K): o n6 a ser removido tem 2 filhos

» Pode-se substituir o valor do n6 a ser retirado pelo valor sucessor (0 né mais a esquerda da
subarvore direita) ou

» Pelo valor antecessor (o n6é mais a direita da subarvore esquerda), removendo-se ai 0 n6
sucessor (ou antecessor).

2 ®

9 14 )

S~ - @ 14

10 12 15 vy W
T 10 13 15

13

EAD g



DIRETORIA DE TECNOLOGIAS NA EDUCAGAO

Arvore Binaria de Busca: Exercicios

Faca passo a passo no Papel:

Insira o seguinte conjunto de dados:
[10,30,15,5,49,52,35]

Da arvore resultante, remova o seguinte conjunto de dados:
[10,5,52]

Na arvore resultante, insira:
[100, 80, 70]

Remova:
[15,49,35]
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